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Chapter 2 Mathematical Model of Systems
Lecture 2
วตัถุประสงค์
• นิยามศพัท ์โมเดล (“Model”) และการใชโ้มเดลในการวิเคราะห์ปัญหาของระบบพลศาสตร์ท่ีสนใจ
• การสร้างโมเดลในรูปแบบสมการอนุพนัธ์ (differential equations)

• การใช ้Laplace Transform

• การทดสอบและวิเคราะห์ระบบโดยใชอิ้นพุทชนิดต่างๆ





Intro lecture

• Quest to find a Math eq to explain a physical system

• Differential equation usually suitable

• Relationship between variables those describe the system

• Necessitate assumption to be made to overcome the complexity of 
the system

• Linearize the system then Laplace transform can be used to find the 
response of the system



ดงัน้ัน
โมเดลคือสมการคณิตศาสตรท์ี่ใชอ้ธิบายสกัษณะ พฤติกรรม ความเป็นไปของระบบ
พลศาสตร ์(ในวิชานีจ้ะจ ากดัแคร่ะบบทางวิศวกรรม)
โดยอาศยัทฤษฎีทางฟิสิกสซ์ึง่ศกึษาระบบนัน้ๆเช่น ทางกล ไฟฟ้า แม่เหลก็ เป็นตน้ เราจะได้
ความสมัพนัธข์องตวัแปรและพารามิเตอรซ์ึง่อธิบายพฤติกรรมของระบบ ธรรมชาติของระบบ 
ความสมัพนัธนี์จ้ะเขียนออกมาเป็นสมการซึง่โดยปกติสมการนีจ้ะเป็นสมการอนพุนัธ ์เพราะ
ระบบพลศาสตรมี์พฤติกรรมท่ีแปรเปลี่ยนไปตามเวลา  โมเดลท าใหเ้ราเขา้ใจความเป็นไป
ของปรากฏการณท์างธรรมชาติตา่งๆ และสามารถคาดเดาสิ่งที่อาจจะเกิดขึน้ในอนาคตไดอ้ีก
ดว้ย กลา่วคือโมเดลก็คือสมการคณิตศาสตร ์สามารถใชแ้ทนกนัได้

ในระบบควบคมุ
โมเดล = สมการคณิตศาสตร ์= plant = process



Modeling of Physical Systems

• Differential Equations
• Mechanical System : translation, rotation by Newton Laws

• Electrical System : RLC circuit by Kirchoff’s Law

• Fluid System : fluid flow system by Bernoulli’s principle

• Heat System : heating system by Fourier Laws



Find the differential equation that describes the behavior of a physical system























Table 2.2 
summary of describing differential equation of ideal elements



































Laplace Transform

• Review the principles of the Laplace transformation

• Apply the Laplace transformation to a system



Time Domain  vs. Frequency Domain



Laplace transform



Laplace transform





















To illustrate the useful of Laplace Transform
Let’s us consider mass-spring-damper system

𝑀
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 𝑏

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝑘𝑦 = 𝑟(𝑡)

Obtain response y(t) as function of time,  by taking Laplace Transform using Table 2.3

Solving for Y(s)

When initial conditions are zero

𝑌 𝑠 =
𝑀𝑠 + 𝑏 𝑦0

𝑀𝑠2 + 𝑏𝑠 + 𝑘



𝑌 𝑠 =
𝑀𝑠 + 𝑏 𝑦0

𝑀𝑠2 + 𝑏𝑠 + 𝑘
=
𝑝(𝑠)

𝑞(𝑠)
=

𝑁𝑢𝑚𝑒𝑟𝑎𝑡𝑜𝑟

𝑑𝑒𝑛𝑜𝑚𝑖𝑛𝑎𝑡𝑜𝑟
=
𝑁𝑈𝑀

𝐷𝐸𝑁

𝑀𝑠2 + 𝑏𝑠 + 𝑘 = 0
Called “Characteristic equation” since it determines 
the characteristic of the time response of the system

Roots are called “Poles”

𝑀𝑠 + 𝑏 𝑦0 Roots are called “Zeros”



S-plan Plot (2D graphic)

𝑌 𝑠 =
𝑠 + 3 (1)

(𝑠 + 1)(𝑠 + 2)

Let assum k/M = 2 and b/M = 3 and initial condition y0=1 , then

Partial fraction

𝑌 𝑠 =
𝑘1

(𝑠 + 1)
+

𝑘2

(𝑆 + 2)

𝑌 𝑠 =
2

(𝑠 + 1)
+

−1

(𝑆 + 2)
Taking Inverse Laplace
Using table 2.3



𝑦 𝑡 = ℒ−1
2

𝑠 + 1
+ ℒ−1

−1

(𝑠 + 2)
Using table 2.3

𝑦 𝑡 = 2𝑒−𝑡 − 1𝑒−2𝑡

Finally, as time,t goes to infinity.                      Y(t) = 0

Hence, the final position of mass in equilibrium is y = 0



Final Value Theorem

lim
𝑡→∞

𝑦 𝑡 = lim
𝑠→0

𝑠𝑌(𝑠)

𝑌 𝑠 =
𝑠 + 3 (1)

(𝑠 + 1)(𝑠 + 2)
= 0

In our case,

Hence, the final position of mass in equilibrium is y = 0











































Next lecture

• Transfer Function

• Block Diagram

• Computer Simulation
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